
 

      САБАҚ № 13 

 Бұл сабақта сыртқы тұрпаттарға амалдар қолдануды, мәндерін 

есептеуді, айнымалыны алмастыруды, геометриялық мағынасын анықтауды 

қарастырамыз.  

Жаттығу 1.  𝜔 = 𝑥2𝑑𝑥1 дифференциалдық тұрпаттың 𝜉 = (1; 2; 3) ∈

𝑇ℝ(3;2;1)
3 векторлардың жиынтығындағы мәнін табыңыз. 

 

Шешуі.  𝑀 көпбейненің 𝑥 = (3; 2; 1) нүктесіндегі жанама жазықтығын 𝑇𝑀𝑥 

арқылы,  𝜉   жанама векторының  проекциясының ұзындығын 𝑑𝑥1(𝜉) деп 

белгілегенбіз. Ендеше, 

                                         𝜔(𝜉) = 𝑥2𝑑𝑥1(𝜉) = 2 ∗ 1 = 2       

 

Жаттығу 2.  𝜔 = 𝑥2𝑑𝑥1⋀𝑑𝑥3 + 𝑑𝑥2⋀𝑑𝑥4 дифференциалдық 

тұрпаттың 𝜉, 𝜂 ∈ 𝑇ℝ(1;0;0;0)
4 векторлардың жиынтығындағы мәнін табыңыз. 

 

Шешуі.   𝑑𝑥1⋀𝑑𝑥3(𝜉, 𝜂) - екі жанама вектордан     𝜉 = (𝜉1, … , 𝜉4),       𝜂 =

(𝜂1, … , 𝜂4)   құралған параллелограммның 𝑂𝑥1𝑥3  жазықтыққа проекциясының 

ауданы 

𝑑𝑥1⋀𝑑𝑥3(𝜉, 𝜂) = |
𝜉1 𝜉3

𝜂1 𝜂3
| 

анықтауыштың мәніне тең. Осы сияқты,  

𝑑𝑥2⋀𝑑𝑥4(𝜉, 𝜂) = |
𝜉2 𝜉4

𝜂2 𝜂4
| 

Cондықтан,      𝜔(𝜉, 𝜂) = 𝑥2𝑑𝑥1⋀𝑑𝑥3(𝜉, 𝜂) + 𝑑𝑥2⋀𝑑𝑥4(𝜉, 𝜂) = 

                                     

                                  = 0 ∗ |
𝜉1 𝜉3

𝜂1 𝜂3
| + |

𝜉2 𝜉4

𝜂2 𝜂4
| = |

𝜉2 𝜉4

𝜂2 𝜂4
|       

 

Жаттығу 3.  𝜔 = 𝑥2𝑑𝑥1⋀𝑑𝑥3 + 𝑑𝑥2⋀𝑑𝑥4 дифференциалдық 

тұрпаттың                                         𝜉 = (0; −1; 2; −3) ∈ 𝑇ℝ(1;0;0;0)
4  , 𝜂 =



(2; −2; 0; 1) ∈ 𝑇ℝ(1;0;0;0)
4    жанама векторлардың жиынтығындағы мәнін 

табыңыз. 

 

Шешуі.     Алдыңғы жаттығудың жауабын пайдалансақ: 

𝜔(𝜉, 𝜂) = 𝑥2𝑑𝑥1⋀𝑑𝑥3(𝜉, 𝜂) + 𝑑𝑥2⋀𝑑𝑥4(𝜉, 𝜂) = |
−1 −3
−2 1

| = −7 

 

Жаттығу 4.  5𝑑𝑥1⋀𝑑𝑥3⋀𝑑𝑥2 + 6𝑑𝑥2⋀𝑑𝑥1⋀𝑑𝑥2 − 8𝑑𝑥3⋀𝑑𝑥1⋀𝑑𝑥2 түрде 

берілген тұрпатты ықшамдаңыз.  

Шешуі.       Тұрпаттың     𝑑𝑥𝑖⋀𝑑𝑥𝑖 = 0,  𝑑𝑥𝑖⋀𝑑𝑥𝑗 = −𝑑𝑥𝑗⋀𝑑𝑥𝑖   

қасиетіне сүйенсек: 

5𝑑𝑥1⋀𝑑𝑥3⋀𝑑𝑥2 + 6𝑑𝑥2⋀𝑑𝑥1⋀𝑑𝑥2 − 8𝑑𝑥3⋀𝑑𝑥1⋀𝑑𝑥2 = 

 

= −5𝑑𝑥1⋀𝑑𝑥2⋀𝑑𝑥3 + 0 + 8𝑑𝑥1⋀𝑑𝑥3⋀𝑑𝑥2 = 

 

= −5𝑑𝑥1⋀𝑑𝑥2⋀𝑑𝑥3 − 8𝑑𝑥1⋀𝑑𝑥2⋀𝑑𝑥3 = −13𝑑𝑥1⋀𝑑𝑥2⋀𝑑𝑥3 

 

Жаттығу 5.  𝛼 = 𝑥1𝑑𝑥1 + 𝑥3𝑑𝑥2 − 𝑥2𝑑𝑥3, 𝛽 = 𝑥2𝑑𝑥1 + 𝑥3𝑑𝑥2 + 𝑥1𝑑𝑥3 

тұрпаттар берілген.   𝛼(𝑥)⋀𝛽(𝑥) тұрпаттардың сыртқы көбейтіндісін  

табыңыз. 

 

Шешуі.   𝛼(𝑥)⋀𝛽(𝑥) = (𝑥1𝑑𝑥1 + 𝑥3𝑑𝑥2 − 𝑥2𝑑𝑥3)⋀ 

                      

                                                                   ⋀(𝑥2𝑑𝑥1 + 𝑥3𝑑𝑥2 + 𝑥1𝑑𝑥3) = 

 

 = 𝑥1𝑥3𝑑𝑥1 ⋀ 𝑑𝑥2 + (𝑥1)2𝑑𝑥1 ⋀ 𝑑𝑥3 + 𝑥3𝑥2𝑑𝑥2 ⋀ 𝑑𝑥1 + 𝑥3𝑥1𝑑𝑥2 ⋀ 𝑑𝑥3 − 

 

−(𝑥2)2𝑑𝑥3⋀𝑑𝑥1 − 𝑥2𝑥3𝑑𝑥3⋀𝑑𝑥2 = 

 

= (𝑥1 − 𝑥2)𝑥3𝑑𝑥1⋀𝑑𝑥2 + ((𝑥1)2 + (𝑥2)2)𝑑𝑥1⋀𝑑𝑥3 + (𝑥1 + 𝑥2)𝑥3𝑑𝑥2⋀𝑑𝑥3 

 

 



Жаттығу 6. 𝛼 = 𝑥1𝑑𝑥1 + 𝑥3𝑑𝑥2 − 𝑥2𝑑𝑥3, 𝛽 = 𝑥2𝑑𝑥1 + 𝑥3𝑑𝑥2 + 𝑥1𝑑𝑥3 

тұрпаттар берілген.      𝛼(𝑥)⋀𝛽(𝑥)     тұрпаттардың сыртқы көбейтіндісінің   

𝜉 = (0; −1; 2; ) ∈ 𝑇ℝ(1;2;−3)
3  ,                               𝜂 = (2; −2; 1) ∈ 𝑇ℝ(1;2;−3)

3    

векторлардың жиынтығындағы мәнін табыңыз. 

 

Шешуі.  Ол үшін алдыңғы жаттығудың жауабын пайдаланайық. Берілу 

бойынша 𝑥 = (1; 2; −3) және 

                                   𝑑𝑥𝑖⋀𝑑𝑥𝑗(𝜉, 𝜂) = |
𝜉𝑖 𝜉𝑗

𝜂𝑖 𝜂𝑗
|  

болғандықтан 

𝛼(𝑥)⋀𝛽(𝑥) = (𝑥1 − 𝑥2)𝑥3𝑑𝑥1⋀𝑑𝑥2 + ((𝑥1)2 + (𝑥2)2)𝑑𝑥1⋀𝑑𝑥3+ 

 

                                                                              +(𝑥1 + 𝑥2)𝑥3𝑑𝑥2⋀𝑑𝑥3 = 

 

= −(1 − 2) ∙ 3 ∙ |
0 −1
2 −2

| + (1 + 4) ∙ |
0 2
2 1

| − (1 + 2) ∙ 3 ∙ |
−1 2
−2 1

|= 

 

                                                                                 = 6 − 20 − 27 = −41 

 

Тапсырмалар 

 

1. 𝜔 = 𝑥3𝑑𝑥1 + 𝑥1𝑑𝑥2 дифференциалдық тұрпаттың 𝜉 = (−1; 4; 3) ∈

𝑇ℝ(3;0;1)
3 векторлардың жиынтығындағы мәнін табыңыз. 

2. 𝜔 = 𝑑𝑥1⋀𝑑𝑥3 + 𝑥2𝑑𝑥3⋀𝑑𝑥4 дифференциалдық тұрпаттың   𝜉, 𝜂 ∈

𝑇ℝ(1;0;−1;0)        
4 векторлардың жиынтығындағы мәнін табыңыз. 

3. 𝜔 = 𝑑𝑥1⋀𝑑𝑥3 + 𝑥2𝑑𝑥3⋀𝑑𝑥4 дифференциалдық тұрпаттың  𝜉 =

(−1; 4; 3; 2),                                  𝜂 = (−2; 1; 3; 0) ∈

𝑇ℝ(1;0;−1;0)        
4 векторлардың жиынтығындағы мәнін табыңыз. 

4. 𝜔 = 𝑑𝑓,   𝑓 = 𝑥1 + 2𝑥2 + ⋯ + 𝑛𝑥𝑛 дифференциалдық тұрпаттың                                                              

𝜉 = (1; −1; … ; (−1)𝑛−1) ∈ 𝑇ℝ(1;1;…;1)
𝑛     векторлардың жиынтығындағы 

мәнін табыңыз. 



5. 𝑑𝑓⋀𝑑𝑔  дифференциалдық тұрпатты  𝑑𝑥𝑖1⋀𝑑𝑥𝑖2      тұрпаттардың  тіркесі 

түрінде жазыңыз, мұнда   𝑓 = 𝑙𝑛(1 + |𝑥|2),   𝑔 = 𝑠𝑖𝑛|𝑥|,  1 ≤ 𝑖1 < 𝑖2 ≤ 3,    

𝑥 = (𝑥1; 𝑥2; 𝑥3). 

6. 𝑑𝑓⋀𝑑𝑔  дифференциалдық тұрпатты  𝑑𝑥𝑖1⋀𝑑𝑥𝑖2      тұрпаттардың  тіркесі 

түрінде жазыңыз, мұнда   𝑓 = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔
𝑥1𝑥2

𝑥3𝑥4
,   𝑔 = 𝑥3𝑥1 − 𝑥2𝑥4,  1 ≤ 𝑖1 <

𝑖2 ≤ 4,    𝑥 = (𝑥1; 𝑥2; 𝑥3; 𝑥4). 

7. 𝜔1 = 3𝑥1 ∙ 𝑥2𝑑𝑥1 − 4𝑥2 ∙ 𝑥3𝑑𝑥2 + 7(𝑥1)2𝑑𝑥3 бірінші ретті сыртқы 

дифференциалдық тұрпаттың 𝑑𝜔 дифференциалын табыңыз. 

8. 𝛼 = 𝑥2𝑑𝑥1 + 2𝑥1𝑑𝑥2 − 3𝑑𝑥3, 𝛽 = 𝑥3𝑑𝑥1 + 𝑥2𝑑𝑥2 + 𝑥1𝑑𝑥3 тұрпаттар 

берілген.   𝛼(𝑥)⋀𝛽(𝑥) тұрпаттардың сыртқы көбейтіндісін  табыңыз. 

9. 𝛼 = 𝑥2𝑑𝑥1 + 2𝑥1𝑑𝑥2 − 3𝑑𝑥3, 𝛽 = 𝑥3𝑑𝑥1 + 𝑥2𝑑𝑥2 + 𝑥1𝑑𝑥3 тұрпаттар 

берілген.      𝛼(𝑥)⋀𝛽(𝑥)     тұрпаттардың сыртқы көбейтіндісінің   𝜉 =

(0; −1; 2; ) ∈ 𝑇ℝ(1;2;−3)
3  ,                                                        𝜂 = (2; −2; 1) ∈

𝑇ℝ(1;2;−3)
3  векторлардың жиынтығындағы мәнін табыңыз. 

10. 𝜔 =
𝑥𝑑𝑦⋀𝑑𝑧+𝑦𝑑𝑧⋀𝑑𝑥+𝑧𝑑𝑥⋀𝑑𝑦

(𝑥2+𝑦2+𝑧2)
3
2

 берілген.  𝑑𝜔 = 0 дәлелдеңіз. 

 


